
C∗-algebry
Lista 3

Zad 1 (Twierdzenie Gelfanda-Mazura). Pokaza¢, »e je»eli A jest zespolon¡ algebr¡ Banacha z dziele-
niem, tzn. A posiada jedynk¦ oraz A \ {0} = Inv(A), to A jest izometrycznie izomor�czna z C.

Zad 2. Wyznaczy¢ wszystkie charaktery oraz ideaªy maksymalne dla algebry A = Mn(C) ⊕Mm(C)
b¦d¡c¡ sum¡ prost¡ algebr macierzy, gdzie n,m > 1.

Zad 3. Pokaza¢, »e w dowolnej algebrze Banacha z jedynk¡, ka»dy ideaª wªa±ciwy zawiera si¦ w ideale
maksymalnym.

Zad 4. Pokaza¢, »e dla dowolnej grupy G algebra grupowa `1(G) wraz z inwolucj¡ dan¡ wzorem

a∗(g) := a(g−1), a ∈ `1(G), g ∈ G,

jest ∗-algebr¡ Banacha, ale nie jest C∗-algebr¡ (o ile |G| > 1).

Zad 5. Pokaza¢, »e dla dowolnej przestrzeni Hilberta algebra operatorów ogranicznych B(H) wraz z
norm¡ operatorow¡ oraz inwolucj¡ dan¡ przez sprz¦»enie operatorowe jest C∗-algebr¡.

Zad 6. Pokaza¢, »e operator P ∈ B(H) jest rzutem ortogonalnym (na swój obraz M = PH) wtedy i
tylko wtedy, gdy

P 2 = P oraz P = P ∗.

Zad 7. Pokaza¢, »e operator U ∈ B(H) na przestrzeni Hilberta H jest izometri¡ wtedy i tylko wtedy,
gdy zachowuje iloczyn skalarny wtedy i tylko wtedy, gdy U∗U = 1.

Zad 8. Pokaza¢, »e dla U ∈ B(H) jest operatorem unitarnym (bijekcj¡ zachowuj¡c¡ iloczyn skalarny)
wtedy i tylko wtedy, gdy U jest odwracaln¡ izometri¡ wtedy i tylko wtedy, gdy U∗U = UU∗ = 1.

Zad 9. Pokaza¢, »e dla dowolnego elementu u ∈ A w C∗-algebrze nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:1

a) u∗u jest idempotentem (rzutem)

b) uu∗u = u

c) u∗uu∗ = u∗

d) uu∗ jest idempotentem (rzutem)

Operator u speªniaj¡cy powy»sze równowa»ne warunki nazywamy cze±ciow¡ izometri¡.

Zad 10. Pokaza¢, »e operator U ∈ B(H) na przestrzeni Hilberta jest cz¦±ciow¡ izometri¡ wtedy i tylko
wtedy, gdy jest izometri¡ na dopeªnieniu ortogonalnym swojego j¡dra, tzn. gdy U : ker(U)⊥ → UH
jest operatorem unitarnym. Na jakie przestrzenie rzutuj¡ wtedy operatory U∗U oraz UU∗?

Zad 11. Sprawdzi¢, »e operator u =
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)
jest cz¦±ciow¡ izometri¡ na przestrzeni Hilberta C2,

ale u2 ju» cz¦±ciow¡ izometri¡ nie jest.

Zad 12. Pokaza¢, »e iloczyn uv dwóch cz¦±ciowych izometrii jest cz¦±ciow¡ izometri¡ wtedy i tylko
wtedy, gdy rzuty u∗u oraz vv∗ komutuj¡.2

1Hint : W dowodzie a)⇒b) zastosowa¢ C∗-równo±¢ do z = uu∗u− u
2Hint : Dowód �tylko wtedy� nietrywialny, patrz np. I. Erdelyi, Partial isometries closed under multiplication on

Hilbert spaces, J. Math. Anal. Appl. 22 (1968), 546�551.


