C*-algebry
Lista 3

Zad 1 (Twierdzenie Gelfanda-Mazura). Pokazaé, ze jezeli A jest zespolona algebra Banacha z dziele-
niem, tzn. A posiada jedynke oraz A\ {0} = Inv(A), to A jest izometrycznie izomorficzna z C.

Zad 2. Wyznaczy¢ wszystkie charaktery oraz idealy maksymalne dla algebry A = M, (C) & M,,(C)
bedaca suma prosta algebr macierzy, gdzie n,m > 1.

Zad 3. Pokazal, ze w dowolnej algebrze Banacha z jedynka, kazdy ideal wlasciwy zawiera sie w ideale
maksymalnym.

Zad 4. Pokaza¢, ze dla dowolnej grupy G algebra grupowa (!(G) wraz z inwolucja dang wzorem
a*(g) :=alg™l), a€l(G),g€q,
jest x-algebra Banacha, ale nie jest C*-algebra (o ile |G| > 1).

Zad 5. Pokazac, ze dla dowolnej przestrzeni Hilberta algebra operatorow ogranicznych B(H) wraz z
norma operatorowa oraz inwolucja dang przez sprzezenie operatorowe jest C*-algebra.

Zad 6. Pokaza¢, ze operator P € B(H) jest rzutem ortogonalnym (na swoj obraz M = PH) wtedy i

tylko wtedy, gdy
P? = P oraz P = P*.

Zad 7. Pokazaé, ze operator U € B(H) na przestrzeni Hilberta H jest izometrig wtedy i tylko wtedy,
gdy zachowuje iloczyn skalarny wtedy i tylko wtedy, gdy U*U =1

Zad 8. Pokazac, ze dla U € B(H) jest operatorem unitarnym (bijekcja zachowujaca iloczyn skalarny)
wtedy i tylko wtedy, gdy U jest odwracalng izometria wtedy i tylko wtedy, gdy U*U = UU* = 1.

Zad 9. Pokaza¢, ze dla dowolnego elementu u € A w C*-algebrze nastepujgce warunki sa rownowazne:!

a) u*u jest idempotentem (rzutem)
b) uu*u =u
uruut = u*

o

)
)
)
d) uu* jest idempotentem (rzutem)

Operator u spelniajacy powyzsze réwnowazne warunki nazywamy czesciowq izometriq.

Zad 10. Pokazac, ze operator U € B(H) na przestrzeni Hilberta jest czesciowy izometrig wtedy i tylko
wtedy, gdy jest izometria na dopelnieniu ortogonalnym swojego jadra, tzn. gdy U : ker(U)t — UH
jest operatorem unitarnym. Na jakie przestrzenie rzutuja wtedy operatory U*U oraz UU*?

V2
Zad 11. Sprawdzi¢, ze operator u = ( \% 8 ) jest czedciows izometria na przestrzeni Hilberta C2,
2

ale u? juz czeéciows izometria nie jest.

Zad 12. Pokazac, ze iloczyn uv dwoch czeSciowych izometrii jest czeSciowa izometrig wtedy i tylko
wtedy, gdy rzuty u*u oraz vv* komutuja.?

L Hint: W dowodzie a)=>b) zastosowa¢ C*-réownos¢ do z = uu*u — u
2Hint: Dowdd “tylko wtedy” nietrywialny, patrz np. I. Erdelyi, Partial isometries closed under multiplication on
Hilbert spaces, J. Math. Anal. Appl. 22 (1968), 546-551.



